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Àííîòàöèÿ
Ïîëó÷åíà àñèìïòîòèêà ÷èñëà íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ â ïîëíûõ q -àðíûõ äåðåâüÿõ ïðè
èêñèðîâàííîì q .
Êëþ÷åâûå ñëîâà: íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî, äåðåâüÿ, àñèìïòîòè÷åñêèå îöåíêè.
Ââåäåíèå
Íåçàâèñèìûì ìíîæåñòâîì â ïðîñòîì íåîðèåíòèðîâàííîì ãðàå íàçûâàåòñÿ
ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî ïîïàðíî íå ñìåæíûõ âåðøèí ãðàà.
Çàäà÷à î ÷èñëå íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ â ðàçëè÷íûõ ñåìåéñòâàõ ïàðàìåòðè÷åñêè
çàäàííûõ ãðàîâ ðàññìàòðèâàëàñü ìíîãèìè àâòîðàìè. Â [1℄ áûëà ïîëó÷åíà àñèìï-
òîòèêà ÷èñëà íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ â ãðàå áóëåâà êóáà. Â [2℄ è äðóãèõ ðàáîòàõ
èññëåäîâàëàñü çàäà÷à î ÷èñëå íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ â ïëîñêèõ ïðÿìîóãîëüíûõ
ðåø¼òêàõ, îáçîð ñîîòâåòñòâóþùåé ëèòåðàòóðû ìîæíî íàéòè â [3℄. Öåëûé ðÿä ðà-
áîò ïîñâÿù¼í îöåíêå ÷èñëà íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ â äåðåâüÿõ è áëèçêèõ êëàññàõ
ãðàîâ (ñì. êðàòêèé îáçîð, ïðèâåä¼ííûé â [4℄).
Â.Ï. Âîðîíèíûì è Å.Â. Äåìàêîâîé â ñòàòüå [5℄ áûëà ïîëó÷åíà àñèìïòîòèêà
÷èñëà íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ â ïîëíûõ áèíàðíûõ äåðåâüÿõ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå
ïîëó÷åíî îáîáùåíèå òåîðåìû Âîðîíèíà Äåìàêîâîé íà ñëó÷àé q -àðíûõ äåðåâüåâ
ïðè ïðîèçâîëüíîì q (òåîðåìà 1). Îòìåòèì, ÷òî, â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ q ∈ {2, 3, 4} ,
âèä àñèìïòîòèêè ïðè q > 5 çàâèñèò îò ÷¼òíîñòè ÷èñëà ÿðóñîâ äåðåâà.
1. Âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ
×åðåç {xq, k}∞k=0 áóäåì îáîçíà÷àòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, çàäàííóþ íà÷àëüíûì
óñëîâèåì xq, 0 = 2 è ñîîòíîøåíèåì xq, k+1 = 1 + x
−q
q, k ïðè k > 0 .
Ëåììà 1. Ïóñòü q, t, s  ïðîèçâîëüíûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, òàêèå, ÷òî
t ∈ [1, 2] è s = 1 + t−q . Òîãäà:
1. Åñëè t > 1 + t−q è t > 1 + (1 + t−q)−q , òî s < 1 + s−q è s < 1 + (1 + s−q)−q ;
2. Åñëè t < 1 + t−q è t < 1 + (1 + t−q)−q , òî s > 1 + s−q è s > 1 + (1 + s−q)−q .
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ïåðâóþ ÷àñòü ëåììû, âòîðàÿ äîêàçûâàåòñÿ àíà-
ëîãè÷íî. Èìååì
t > 1 + t−q ⇔ t−q < (1 + t−q)−q ⇔ 1 + t−q < 1 + (1 + t−q)−q ⇔ s < 1 + s−q,
t > 1 + (1 + t−q)−q ⇔ 1 + t−q < 1 + (1 + (1 + t−q)−q)−q ⇔ s < 1 + (1 + s−q)−q.
Ëåììà äîêàçàíà.
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Ëåììà 2. Ïóñòü q  ïðîèçâîëüíàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà. Óðàâíåíèå
x = 1 + x−q èìååò íà îòðåçêå [1, 2] åäèíñòâåííûé äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü ξq .
Ïðè x ∈ [1, 2] íåðàâåíñòâî x > 1 + x−q (x < 1 + x−q) ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó
x > ξq (ñîîòâåòñòâåííî x < ξq) .
Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ëåììû ñëåäóåò èç ñòðîãîãî âîçðàñòàíèÿ è
íåïðåðûâíîñòè óíêöèè f(x) = xq+1−xq − 1 íà îòðåçêå [1, 2] è íåðàâåíñòâ f(1) <
< 0 < f(2) .
Ëåììà äîêàçàíà.
Çäåñü è äàëåå ÷åðåç ξq áóäåì îáîçíà÷àòü åäèíñòâåííûé äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü
óðàâíåíèÿ xq+1 − xq − 1 = 0 , ëåæàùèé íà îòðåçêå [1, 2] .
Ëåììà 3. Ïðè ëþáîì q > 5 ñóùåñòâóåò òàêîå ïîëîæèòåëüíîå εˆ = εˆ(q) , ÷òî
ïðè ëþáîì ε ∈ (0, εˆ) ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà
ε < ξq − (1 + (ξq + ε)−q) < qε, (1)
ε < (1 + (ξq − ε)−q)− ξq < qε. (2)
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî ïðè q > 5 ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà
1 <
q
ξq+1q
< q. (3)
Íåðàâåíñòâî
q
ξq+1q
< q î÷åâèäíî. Äîêàæåì íåðàâåíñòâî 1 <
q
ξq+1q
. Äëÿ ýòîãî äîñòà-
òî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî q1/(q+1) > ξq , ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, â ñèëó ëåììû 2 ðàâíîñèëüíî
íåðàâåíñòâó q − qq/(q+1) − 1 > 0 . Èìååì
q − qq/(q+1) − 1 > 0 ⇔ (q − 1)q+1 > qq ⇔ (q + 1) ln(q − 1)− q ln q > 0. (4)
Ôóíêöèÿ f(q) = (q + 1) ln(q − 1)− q ln q èìååò ïðîèçâîäíóþ
f ′(q) =
2
q − 1 − ln
(
1 +
1
q − 1
)
,
ïîëîæèòåëüíóþ ïðè g > 1 . Ïîýòîìó f(q) âîçðàñòàåò íà îòðåçêå [5,+∞) . Îòñþäà
ñ ó÷¼òîì íåðàâåíñòâà f(5) > 0 ñëåäóåò, ÷òî ïðè âñåõ q > 5 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
f(q) > 0 . Îòñþäà è èç (4) âûòåêàåò (3).
àññìîòðèì óíêöèþ
g(ε) = ξq − (1 + (ξq + ε)−q) = ξ−qq − (ξq + ε)−q.
Èìååì g(0) = 0 è g′(0) =
q
ξq+1
. Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó (3) ïîëó÷àåì g′(0) ∈ (1, q) .
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ε âûïîëíåíî g(ε) ∈ (ε, qε) ,
÷òî ðàâíîñèëüíî (1). Àíàëîãè÷íî óñòàíàâëèâàåòñÿ ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâ (2)
ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε .
Ëåììà äîêàçàíà.
Ëåììà 4. Ïðè q ∈ {2, 3, 4} óðàâíåíèå
x = 1 + (1 + x−q)−q (5)
èìååò íà îòðåçêå [1, 2] åäèíñòâåííûé äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Óðàâíåíèå (5) ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ f(x) = 0 , ãäå f(x) =
= (x−1)(xq +1)q−xq2 . Åäèíñòâåííîñòü êîðíÿ ïîëèíîìà f(x) íà îòðåçêå [1, 2] ïðè
q ∈ {2, 3, 4} ìîæíî äîêàçàòü, âîñïîëüçîâàâøèñü, íàïðèìåð, èçâåñòíîé òåîðåìîé
Øòóðìà [6, 4.2℄.
Ëåììà äîêàçàíà.
Ëåììà 5. Ïóñòü q ∈ N, q > 2 . Òîãäà:
1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xq, 2k}∞k=0 ìîíîòîííî óáûâàåò, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{xq, 2k+1}∞k=0 ìîíîòîííî âîçðàñòàåò. Ïðè ýòîì äëÿ êàæäîãî k âûïîëíåíû íåðà-
âåíñòâà xq, 2k+1 < ξq < xq, 2k.
2. Ïðè q ∈ {2, 3, 4} ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xq, k}∞k=0 ñõîäèòñÿ ê ξq . Ïðè
q > 5 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xq, 2k}∞k=0 ñõîäèòñÿ ê ζq , à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{xq, 2k+1}∞k=0 ñõîäèòñÿ ê ηq , ãäå ηq è ζq ñóòü êîðíè óðàâíåíèÿ x = 1 + (1 +
+ x−q)−q òàêèå, ÷òî 1 < ηq < ξq < ζq < 2 .
Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ï. 1 íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç ëåìì 1 è 2
ïî èíäóêöèè, áàçîé èíäóêöèè ñëóæàò î÷åâèäíûå ñîîòíîøåíèÿ ξq < xq, 0 è xq, 2 =
= 1 + (1 + 2−q)−q < 2 = xq, 0 .
Ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {xq, 2k}∞k=0 è {xq, 2k+1}∞k=0 ê êîíå÷íûì ïðåäå-
ëàì ñðàçó ñëåäóåò èç îãðàíè÷åííîñòè è ìîíîòîííîñòè äàííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç ζq è ηq ñîîòâåòñòâåííî lim
k→∞
xq, 2k è lim
k→∞
xq, 2k+1 . Î÷åâèäíî, ÷òî
ηq è ζq ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè óðàâíåíèÿ (5). Êðîìå òîãî, èç íåðàâåíñòâ xq, 2k+1 < ξq <
< xq, 2k , âûïîëíåííûõ äëÿ ëþáîãî k , ñëåäóåò, ÷òî ηq 6 ξq 6 ζq . Ñîãëàñíî ëåììå 4,
ïðè q ∈ {2, 3, 4} óðàâíåíèå (5) èìååò íà îòðåçêå [1, 2] åäèíñòâåííûé äåéñòâèòåëü-
íûé êîðåíü. Ýòîò êîðåíü, î÷åâèäíî, ñîâïàäàåò ñ ξq . Ïîýòîìó ïðè q ∈ {2, 3, 4} èìååì
ηq = ζq = ξq .
Ïîêàæåì, ÷òî ïðè q > 5 âûïîëíåíû ñòðîãèå íåðàâåíñòâà ηq < ξq < ζq . Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî ζq = ξq , òî åñòü xq, 2k ↓ ξq ïðè k → ∞ . Ïóñòü εˆ  êîíñòàíòà èç
îðìóëèðîâêè ëåììû 3. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ, íàéä¼òñÿ òàêîå k0 , ÷òî xq, 2k0 − ξq <
< εˆ/q . Íî òîãäà, ïðèìåíÿÿ äâà ðàçà ëåììó 3, ïîëó÷àåì
xq, 2k0 − ξq < ξq − xq, 2k0+1 < εˆ
è
xq, 2k0 − ξq < ξq − xq, 2k0+1 < xq, 2k0+2 − ξq,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò ìîíîòîííîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xq, 2k} . Òàêèì îáðàçîì, ζq >
> ξq . Àíàëîãè÷íî óñòàíàâëèâàåòñÿ ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà ηq < ξq .
Ëåììà äîêàçàíà.
2. Îñíîâíàÿ òåîðåìà
Äëÿ q > 2 ïîëîæèì
γq = exp

 ∞∑
j=0
q−j lnxq, j

 .
Âåëè÷èíà γq êîððåêòíî îïðåäåëåíà â ñèëó ñõîäèìîñòè ðÿäà
∞∑
j=1
q−j lnxq,j , êîòîðàÿ
íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâ 0 6 ln xq,j 6 ln 2 ïðè âñåõ j .
àññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü iq, k , ãäå iq, k  ÷èñëî íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ
â q -àðíîì äåðåâå, èìåþùåì k ÿðóñîâ ð¼áåð, èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, äèàìåòð 2k .
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Òåîðåìà 1. Ïðè èêñèðîâàííîì q, q ∈ {2, 3, 4} , è k →∞ ñïðàâåäëèâà àñèìï-
òîòèêà:
iq, k ∼ βq · γq
k
q ,
ãäå βq îïðåäåëÿåòñÿ èç òàáëèöû:
q βq
2 3
√√
93
18 +
1
2 − 3
√√
93
18 − 12
3
√√√√√√ 3√12√849+108− 3√12√849−108
24 ·


√√
18
(
3
√
12
√
849+108+
3
√
12
√
849−108
)
3
√
12
√
849+108− 3
√
12
√
849−108
− 1− 1


4
3
√
3
√
100+12
√
69
6 +
3
√
100−12
√
69
6 − 13
Ïðè èêñèðîâàííîì q, q > 5 , è k →∞ ñïðàâåäëèâà àñèìïòîòèêà:
iq, 2k ∼ αq,0 · γq
2k
q ,
iq, 2k+1 ∼ αq,1 · γq
2k+1
q ,
ãäå êîíñòàíòû αq,0 è αq,1 óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó αq,0 > αq,1 è îïðåäåëÿ-
þòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè
αq,0 =
(
1−
(
lim
k→∞
xq, 2k
)−1)1/(q2−1)
,
αq,1 =
(
1−
(
lim
k→∞
xq, 2k+1
)−1)1/(q2−1)
.
Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî iq, 0 = 2 , iq, 1 = 2
q + 1 . Ïîëîæèâ îðìàëüíî
iq,−1 = 1 , ïðè k > 1 èìååì ik = i
q
q, k−1 + i
q2
q, k−2 . àññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{iq, k/iqq, k−1}∞k=0 . Ïîñêîëüêó iq, 0/iqq,−1 = 2 è ïðè k > 1 âûïîëíåíû ðàâåíñòâà
iq, k
iqq, k−1
=
iqq, k−1 + i
q2
q, k−2
iqq, k−1
= 1 +
(
iq, k−1
iqq, k−2
)q
,
òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {iq, k/iqq, k−1}∞k=0 ñîâïàäàåò ñ {xq,k}∞k=0 .
Ïîëîæèì yq, k = ln iq, k . Ïðè k > 1 èìååì
yq, k = ln
(
iqq, k−1 + i
q2
q, k−2
)
= q ln iq, k−1 + ln
(
1 + iq
2
q, k−2/i
q
q, k−1
)
=
= qyk−1 + ln
(
1 + x−qq, k−1
)
= qyq, k−1 + lnxq, k.
Îòñþäà ïî èíäóêöèè çàêëþ÷àåì, ÷òî
yq, k = q
kyq, 0 +
k∑
j=1
qk−j lnxq, j =
k∑
j=0
qk−j lnxq, j . (6)
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Îáîçíà÷èì rq(k) =
∞∑
j=1
q−j lnxq, k+j . Ïðåîáðàçóåì ñóììó â ïðàâîé ÷àñòè (6) ñëåäó-
þùèì îáðàçîì:
k∑
j=0
qk−j lnxq, j =
∞∑
j=0
qk−j lnxq, j −
∞∑
j=k+1
qk−j lnxq, j =
= qk
∞∑
j=0
q−j lnxq, j −
∞∑
j=1
q−j lnxq, k+j = q
k ln γq − rq(k). (7)
Èç (6) è (7) èìååì, ÷òî
iq, k = exp
(
qk ln γq − rq(k)
)
= γq
k
q · e−rq(k). (8)
Ïðè q ∈ {2, 3, 4} èç ëåììû 5, â ñèëó ìîíîòîííîé ñõîäèìîñòè xq, k , ñëåäóåò, ÷òî ïðè
k →∞
rq(k) → (ln ξq) ·
∞∑
j=1
q−j =
ln ξq
q − 1 . (9)
Èç (8) è (9) ïðè q ∈ {2, 3, 4} âûòåêàåò àñèìïòîòèêà
iq, k ∼ γq
k
q · (ξ−1q )1/(q−1).
Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ξq  êîðåíü óðàâíåíèÿ x = 1 + x
−q
, à çíà÷èò, âåëè÷èíà
ξ−1q ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ x
q+1 + x− 1 = 0 . Ïðè q ∈ {2, 3, 4} ïîñëåäíåå óðàâ-
íåíèå ðàçðåøèìî â ðàäèêàëàõ. åøèâ åãî è ïîëîæèâ βq = (ξ
−1
q )
1/(q−1)
, ïîëó÷àåì
óòâåðæäåíèå òåîðåìû äëÿ ñëó÷àÿ q 6 4 .
Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé q > 5 . Èìååì
rq(2k) =
∞∑
j=1
q−j lnxq, 2k+j = q ·
∞∑
j=1
q−2j lnxq, 2k+2j−1 +
∞∑
j=1
q−2j lnxq, 2k+2j .
Îòñþäà è èç ëåììû 5 ñëåäóåò, ÷òî ïðè k →∞
rq(2k) → (q ln ηq + ln ζq) ·
∞∑
j=1
q−2j =
ln(ηqqζq)
q2 − 1 . (10)
Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè k →∞
rq(2k + 1) →
ln(ζqq ηq)
q2 − 1 . (11)
Èç ëåììû 5 âûòåêàþò ðàâåíñòâà ηq = 1 + ζ
−q
q è ζq = 1 + η
−q
q , èç êîòîðûõ ñëåäóåò,
÷òî
(ηqqζq)
−1 = 1− ζ−1q ,
(ζqq ηq)
−1 = 1− η−1q .
(12)
Èç (8), (10), (11), (12) âûòåêàåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû ïðè q > 5 .
Òåîðåìà äîêàçàíà.
àáîòà âûïîëíåíà ïðè èíàíñîâîé ïîääåðæêå ÔÔÈ (ïðîåêò  07-01-00444).
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Summary
A.B. Dainiak. On the Number of Independent Sets in Perfet q -ary Trees.
Asymptoti representation is obtained for the number of vertex independent sets in perfet
q -ary trees for every xed q .
Key words: independent set, trees, asymptoti bounds.
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